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ΜΑΘΗΜΑ  24                                                                                                                            
2.1    Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ  
          Ορισµός παραγώγου συνάρτησης σε σηµείο 
          Παράγωγος και συνέχεια 
          Θεωρία 
          Ασκήσεις ύπαρξης παραγώγου                                     

 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός 
Συνάρτηση  f  λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη στο  xο fD∈   όταν και µόνο όταν   

υπάρχει  το      
x x
lim

ο→

( ) ( )o
o

f x f x
x x
−
−

    και   ∈ℝ  

 
2. 
Ορισµός 

Παράγωγος συνάρτησης  f  στο  xο fD∈   λέγεται το  
x x
lim

ο→

( ) ( )o
o

f x f x
x x
−
−

 ,  το οποίο 

συµβολίζεται  ( )of x ′ . 

 
 
3. 
Στιγµιαία ταχύτητα κινητού      
υ( ot ) = ( )oS t ′  

 
 
4. 
Θεώρηµα 
Αν συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο xο ,  τότε είναι συνεχής στο  xο . 

∗     Το αντίστροφο δεν ισχύει 
∗     Αν συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο  xο  , τότε δεν είναι παραγωγίσιµη  

       στο xο . 
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Προσαρµογή σε 
γνωστά  όρια 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ      

Ύπαρξη παραγώγου 
1. 
Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο  xο= 1  και για κάθε  x∈ ℝ  ισχύει    

g(x) = ( 2x – 4x +3) f (x),  να αποδείξετε ότι η  g  είναι παραγωγίσιµη στο xο= 1 

Προτεινόµενη λύση 
f   συνεχής στο  xο= 1   ⇒      

1
lim
x→

f (x) = f (1)      (1) 

Για  x≠ 1  είναι   g(x) g(1)
x 1
−
−

 = 
2 2(x 4 x 3) f(x) (1 4 1 3) f(1)

x 1
  − + − − ⋅ +

−
  

                                                = (x 1)(x 3) f(x) 0
x 1

 − − −
−

   

                                                =  (x – 3) f (x)      (2) 

Άρα    
x 1
lim
→

g(x) g(1)
x 1
−
−

   
(2)

=   
x 1
lim
→

[(x – 3) f (x)]  

                                        = 
x 1
lim
→

 (x – 3) 
x 1
lim
→

f (x)  

                                       
(1)

=  (1 – 3) f (1)  =  –2f (1) ∈ℝ . 

Εποµένως  g   παραγωγίσιµη στο xο= 1. 
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Προσαρµογή σε 
γνωστά  όρια 

2. 
Αν η συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ    είναι παραγωγίσιµη στο  xο= 1  µε  f (1) = 3  και   

f ′ (1) = –1 ,  να βρείτε το   
x 1
lim
→

2

3
x f  (x) x 2 x

x 1
− −
−

 

Λύση 
f  παραγωγίσιµη στο  xο= 1    ⇒    συνεχής στο  1    ⇒      

                                                         
1

lim
x→

f (x) = f (1) = 3      (1) 

f ′ (1) = –1    ⇒      
x 1
lim
→

( )f x f(1)
x 1
−
−

 = –1     
(1)

⇒       

                                
x 1
lim
→

( )f x 3
x 1
−

−
 = –1         (2) 

 

Είναι     
2

3
x f  (x) x 2 x

x 1
− −
−

   = 
2

3
x f  (x) x 3x x

x 1
 − − +

−
 

                                            = 
( )( )

2

x f x 3 x(x 1)
(x 1)(x x 1)

− − −
− + +

  

                                            =  
2

x

x  + x + 1
 ( )( )f x 3 (x 1)

x 1
− − −
−

 

                                            =
2

x

x  + x + 1
( )( )f x 3

1
x 1
− − − 

      

Άρα
x 1
lim
→

2

3
x f  (x) x 2 x

x 1
− −
−

   =  
x 1
lim
→ 2

x f(x) 3
1

x  + x + 1 x 1

 −  ⋅ −  −  
 

                                            =  
x 1
lim
→ 2

x

x  + x + 1
 ⋅

x 1
lim
→

( )( )f x 3
1

x 1
− − − 

  

                                            
(2)

=  2
1

1 1 1+ +
 (–1 – 1)  =  2

3
−  
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3. 

Αν η συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ    είναι συνεχής στο  xο= 0   και   
x 0
lim
→

( )f x
x

 = 2 ,    

να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  xο= 0   και να βρείτε  την  f ′ (0). 

Προτεινόµενη λύση 

f   συνεχής στο  xο= 0   ⇒      
x 0
lim
→

f (x) = f (0)      (1) 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(x) = ( )f x
x

 ,   x≠ 0. 

Τότε    
x 0
lim
→

 g(x) = 2      και    f (x) = x g(x)     ⇒  

                                               
x 0
lim
→

f (x) = 
x 0
lim
→

x . 
x 0
lim
→

 g(x)    ⇒       

                                               
x 0
lim
→

f (x) = 0⋅2 = 0      
(1)

⇒        

                                               f (0) = 0     (2) 

               Είναι   ( )f x f(0)
x 0
−
−

 
(2)

=  ( )f x
x

     ⇒  

                         
x 0
lim
→

( )f x f(0)
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

( )f x
x

 που έχει δοθεί ίσο µε  2 

Άρα  f   παραγωγίσιµη στο  xο= 0   µε   f ′ (0) = 2 
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4. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   συνεχής στο  xο= 0   και τέτοια, ώστε   

x 0
lim
→

( )f x
x

 = 2.   Αν   h(x) = ( 2x + 2x +3) f (x) ,   x∈ ℝ ,   να αποδείξετε  

ότι η  h  είναι παραγωγίσιµη στο  xο= 0   και να βρείτε τη   h́ (0) . 

Προτεινόµενη λύση 

f   συνεχής στο  xο= 0   ⇒      
0

lim
x→

f (x) = f (0)      (1) 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(x) = ( )f x
x

 ,   x≠ 0. 

Τότε    
x 0
lim
→

 g(x) = 2      και    f (x) = x g(x)     ⇒  

                                               
x 0
lim
→

f (x) = 
x 0
lim
→

x⋅
x 0
lim
→

 g(x)    ⇒       

                                               
x 0
lim
→

f (x) = 0⋅2 = 0      
(1)

⇒        

                                               f (0) = 0    (2) 
Η υπόθεση   h(x) = ( 2x + 2x +3) f (x)   για  x = 0  δίνει 

                     h(0) = (20 + 2⋅0 +3) f (0) 
(2)

=  3⋅0 = 0 

x 0
lim
→

( )h x h(0)
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

2(x 2 x 3) f(x) 0
x

+ + −   

                           = 
x 0
lim
→

( 2x + 2x +3) ⋅
x 0
lim
→

( )f x
x

 = 3⋅2 = 6 

Άρα  h  παραγωγίσιµη στο  xο= 0   µε   h́ (0) = 6 
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5. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   συνεχής στο  xο= 4   και τέτοια , ώστε   

x 4
lim
→

( )f x

x 2−
 = ℓ ∈ℝ .    Αν   h(x) = 2x f (x) ,   x∈ ℝ ,   να αποδείξετε ότι η  h   

είναι παραγωγίσιµη στο  xο= 4   και να βρείτε την  h́ (4) , συναρτήσει του ℓ . 

Προτεινόµενη λύση 

f   συνεχής στο  xο= 4   ⇒      
x 4
lim
→

f (x) = f (4)      (1) 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(x) = 
( )f x

x 2−
 ,   x≠ 4. 

Τότε    
x 4
lim
→

 g(x) = ℓ ∈ℝ       και    f (x) = ( x – 2) g(x)     ⇒  

                                                       
x 4
lim
→

f (x) = 
x 4
lim
→

( x – 2) ⋅
x 4
lim
→

 g(x)          

                                                                       = 0⋅ ℓ   

                                                                       = 0       
(1)

⇒        
                                                       f (4) = 0    (2) 

Η υπόθεση   h(x) = 2x f (x)   για  x = 4   δίνει 
                     h(4) = 24 ⋅ f (4)  

                            
(2)

=  16⋅0  
                            = 0 

x 4
lim
→

( )h x h(4)
x 4
−
−

 = 
x 4
lim
→

2x f(x) 0
x 4

−
−

  

                           = 
x 4
lim
→

2

2 2

x f(x)

( x ) 2−
 

                           = 
x 4
lim
→

2x f(x)

( x 2 )( x 2 )− +
  

                           = 
x 4
lim
→

( )f x

x 2−
 ⋅

x 4
lim
→

2x

x 2+
 = ℓ ⋅

24

4 2+
 =  4ℓ  

 
Άρα  h  παραγωγίσιµη στο  xο= 4   µε   h́ (4) = 4ℓ  
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Προσαρµογή σε 
γνωστά  όρια 

6. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   συνεχής στο  xο∈ ℝ    και τέτοια , ώστε   

h 0
lim
→

( )of x h
h
−

ηµ
 = ℓ ∈ℝ .    Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  xο  

και να βρείτε την  ( )of  x′   συναρτήσει του ℓ . 

Προτεινόµενη λύση 

f   συνεχής στο  xο     ⇒      
h 0
lim
→

f ( xο+h) = f ( xο )       

                                             
h 0
lim
− →

f ( xο–h) = f ( xο )      (όπου  h  θέσαµε  –h) 

                                              
h 0
lim
→

f ( xο–h) = f ( xο )    (1)   (–h→ 0   ⇒    h→ 0)  

Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(h) =
( )of x h

h
−

ηµ
 ,   h ≠ 0 

Τότε     
h 0
lim
→

 g(h) = ℓ     (2)   και  of(x h)− = ηµh ⋅g(h)    άρα 

                                                        
h 0
lim
→ of (x h) − =  

h 0
lim
→

 ηµh ⋅
h 0
lim
→

 g(h)      

                                                                               
(2)

=   0⋅ ℓ  = 0    
(1)

⇒    f ( xο ) = 0     (3) 

h 0
lim
→

o of(x h) f  (x )
h

+ −
  

(3)

=   
h 0
lim
→

of(x h)
h
+

  

                                      =  
h 0
lim
→

( )of x h h
h h
+ ηµ⋅ ηµ 

 

                                      =  
h 0
lim
→

( )of x h h
h h
+ ηµ⋅ ηµ 

 

                                      =  
h 0
lim
→

( )of x h
h
+

ηµ
 ⋅

h 0
lim
→

h
h

ηµ  

                                      =  
h 0
lim
− →

( )of x h
( h)
−

ηµ −
 ⋅1   

                                      =  
h 0
lim
→

( )of x h
h
−

−ηµ
  =  – 

h 0
lim
→

( )of x h
h
−

ηµ
 = – ℓ   

 
Άρα   f   παραγωγίσιµη στο  xο    µε   ( )of  x′  = –ℓ  
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7. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   συνεχής στο  xο∈ ℝ    και τέτοια , ώστε   

h 0
lim
→

( )of x 2h
h
−

 = ℓ ∈ℝ .    Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  xο  

και να βρείτε την  f ′ ( xο )  συναρτήσει του ℓ . 

Υπόδειξη. 
Ακολούθησε την προηγούµενη άσκηση. 
Στην αλλαγή µεταβλητής , όπου  –2h   θέτουµε  h  

 
 
8. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   παραγωγίσιµη  στο   α∈ℝ . 

Να αποδείξετε ότι   
x
lim
→α

2 2f  (x) x f ( )
x

 α − α
−α

 = 2α f ′ (α) – 2α f (α) 

Προτεινόµενη λύση 

f  παραγωγίσιµη  στο  α     ⇒     
x
lim
→α

f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 = f ′ (α) 

 
2 2f  (x) x f ( )

x
 α − α

−α
 = 

2 2 2 2f  (x) x f ( ) f( ) f( )
x

 α − α +α α −α α
−α

  

                             =  2α f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 – f (α) 
2 2x
x
−α
−α

 

                             =  2α f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 – f (α) (x )(x )
x

−α +α
−α

 

                             =  2α f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 – f (α) (x + α) 

Άρα     
x
lim
→α

2 2f  (x) x f ( )
x

 α − α
−α

 = 
x
lim
→α

[ 2α f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 – f (α) (x + α)]    

                                               = 
x
lim
→α

[ 2α f  (x) f ( )
x

 − α
−α

]  – 
x
lim
→α

[ f (α) (x + α)]  

                                               = 2α
x
lim
→α

f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 – f (α) (α + α) 

                                               = 2α f ′ (α) – 2α f (α) 
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Για να δηµιουργήσουµε τα γνωστά όρια,  
προσθαφαιρούµε  το γινόµενο f (α) g(α) 

9. 
Έστω οι συναρτήσεις   f , g  : ℝ →  ℝ   παραγωγίσιµες  στο  α∈ℝ . 

Να αποδείξετε ότι   
x
lim
→α

g( ) f  (x) g(x) f( )
x

 α − α
−α

 = g(α) f ′ (α) –f (α) ǵ (α) 

Προτεινόµενη λύση 

 
 

Είναι   
x
lim
→α

f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 = f ′ (α)     (1)      και    
x
lim
→α

g (x) g( )
x
− α
−α

 = ǵ (α)      (2) 

x
lim
→α

g( ) f  (x) g(x) f( )
x

 α − α
−α

 =  
x
lim
→α

( ) ( ) ( ) ( )g( ) f(x) g(x) f( ) f g f g
x

α − α + α α − α α
−α

 

                                          =  
x
lim
→α

( ) ( ) ( )[g( ) f  (x) f  ( )g ] [g(x) f f( )g ]
x

 α − α α − α − α α
−α

 

                                          =  
x
lim
→α

( )g( )[f  (x) f ( )] f( )[g(x) g ]
x

 α − α − α − α
−α

 

                                          =  
x
lim
→α

[ ] [ ]g( ) f(x) f( ) f( ) g(x) g( )
x x

α − α α − α − −α −α 
 

                                          =  
x
lim
→α

g( )[f  (x) f ( )]
x

 α − α
−α

 – 
x
lim
→α

( )f( )[g(x) g ]
x

α − α
−α

  

                                          =  g(α) 
x
lim
→α

f  (x) f ( )
x

 − α
−α

 –  f (α) 
x
lim
→α

g (x) g( )
x
− α
−α

 

                                        
(1),(2)

=  g(α) f ′ (α) –f (α) g΄(α) 
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Για να δηµιουργήσουµε τα γνωστά  
όρια, προσθαφαιρούµε  το  f (0) 

x 0→ ⇒    αx 0→  

Όπου  αx  το  u 
Όπου  βx  το  v 

10. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   παραγωγίσιµη  στο  xο= 0 .  Να αποδείξετε ότι 

x 0
lim
→

f( x) f( x)
x

α − β  = (α – β)⋅ f ′ (0),   όπου   α, β ∗∈ℝ   µε  α≠ β. 

Προτεινόµενη λύση 

 

 
f  παραγωγίσιµη στο  xο= 0    ⇒    συνεχής στο  0    ⇒     

x 0
lim
→

f (x) = f (0)  

f  παραγωγίσιµη στο  xο= 0    ⇒    
x 0
lim
→

f(x) f(0)
x
−  = f ′ (0)        (1) 

x 0
lim
→

f( x) f( x)
x

α − β  = 
x 0
lim
→

f( x) f( x) f(0) f(0)
x

α − β + −  

                                 = 
x 0
lim
→

[ f( x) f (0)
x

 α −  – f( x) f (0)
x

 β − ]  

                                = 
x 0
lim
→

f( x) f (0)
x

 α −  – 
x 0
lim
→

f( x) f (0)
x

 β −  

                                = 
x 0
lim
→

[α f( x) f (0)
x

 α −
α

]  – 
x 0
lim
→

[β f( x) f (0)
x

 β −
β

]  

      

                              =  α
x 0
lim
α →

f( x) f (0)
x

 α −
α

 –  β
x 0
lim
β →

f( x) f (0)
x

 β −
β

 

 

 

                              =  α
u 0
lim
→

f  (u) f (0)
u

 −  –  β
v 0
lim
→

f(v) f (0)
v

 −  

                               
(1)

=   α f ′ (0) – β f ′ (0) = (α – β) ⋅ f ′ (0)  
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11. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   παραγωγίσιµη  στο  xο= 0 .  Να αποδείξετε ότι    

x 0
lim
→

2 2f  (3x) f  (x)
x
−  =  4f ′ (0)⋅ f (0) 

Προτεινόµενη λύση 

f  παραγωγίσιµη στο  xο= 0    ⇒    συνεχής στο  0    ⇒     
x 0
lim
→

f (x) = f (0)    (1) 

f  παραγωγίσιµη στο  xο= 0    ⇒    
x 0
lim
→

f(x) f(0)
x
−  = f ′ (0)        (2) 

x 0
lim
→

2 2f  (3x) f  (x)
x
−  =  

x 0
lim
→

[ f  (3x) f  (x)
x
−  [ f  (3x) + f  (x) ] ]       

                                   =  
x 0
lim
→

f  (3x) f  (x)
x
− ⋅

x 0
lim
→

 [ f(3x) + f(x) ] 

                                  =  
x 0
lim
→

f  (3x) f  (x)
x
−  [

x 0
lim
→

f(3x) +
x 0
lim
→

f(x) ]        (3) 

Όπως στην άσκηση (10),  βρίσκουµε  
x 0
lim
→

f  (3x) f  (x)
x
−  =  (3 – 1) f ′ (0)  =  2f ′ (0) 

Η  (1)   ⇒    
3x 0
lim
→

f(3x)  = f (0)      (θέσαµε όπου  x  το  3x) 

(3)     ⇒     
x 0
lim
→

2 2f  (3x) f  (x)
x
−  =  2f ′ (0) ⋅[ f (0) + f (0) ]  

                                                     =  2f ′ (0) ⋅2 f (0) 

                                                     =  4f ′ (0) ⋅ f (0) 
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12. 
Αν η συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ     είναι συνεχής στο  xο= 1  και για κάθε  x∈ ℝ  ισχύει   

2x 3f (x) + f(x) +1 = 3x ,   να αποδείξετε ότι   f ′ (1) = 3. 

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι   
x 1
lim
→

f(x) f(1)
x 1
−
−

 = 3 

Η υπόθεση    2x 3f (x) + f(x) +1 = 3x ,  για  x = 1 ,  δίνει 

                          3f (1) + f(1) + 1 = 1           

                          f(1) [ 2f (1) + 1] = 0     ⇒      f(1)  = 0      (1) 

Οπότε ,  αρκεί να αποδείξουµε ότι   
x 1
lim
→

f(x)
x 1−

 = 3 

Η υπόθεση    2x 3f (x) + f(x) +1 = 3x ,  για  x≠ 1 ,  δίνει 

                      2x 3f (x) + f(x)  = 3x – 1 

                      f(x) [ 2x 2f (x) + 1] = (x – 1)( 2x + x + 1) 

                      f(x)
x 1−

 = 
2

2 2
x x 1

x f (x) 1
+ +

+
       (2) 

Επειδή  όµως ,   f  συνεχής στο  xο= 1 ,  θα είναι   
x 1
lim
→

f(x)  = f(1)  
(1)

=  0. 

Άρα   
x 1
lim
→

2

2 2
x x 1

x f (x) 1
+ +

+
 = 

2

2 2
1 1 1
1 0 1
+ +
⋅ +

 = 3 

(2)   ⇒     
x 1
lim
→

f(x)
x 1−

 = 
x 1
lim
→

2

2 2
x x 1

x f (x) 1
+ +

+
 = 3 
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13. 
Αν η συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ     είναι παραγωγίσιµη  στο  xο= 0  και για κάθε  x∈ ℝ  

ισχύει   3f (x) – x 2f (x) + 2x f(x)  = 2x ηµx ,   να αποδείξετε ότι   f ′ (0) = 1. 

Προτεινόµενη λύση 

f   παραγωγίσιµη  στο  xο= 0    ⇒     f ′ (0) = 
x 0
lim
→

f(x) f(0)
x 0
−
−

 = ℓ ∈ℝ       (1) 

Η υπόθεση    3f (x) – x 2f (x) + 2x f(x)  = 2x ηµx ,  για  x = 0 ,  δίνει 

                     3f (0) = 0    ⇒     f(0)  = 0 

(1)    ⇒      
x 0
lim
→

f  (x)
x

 = ℓ       (2) 

Η υπόθεση    3f (x) – x 2f (x) + 2x f(x)  = 2x ηµx ,  για  x≠ 0 ,   διαιρώντας τα δύο µέλη 

µε  το  3x , δίνει 

                     
3

3
f (x)
x

– 
2

2
f (x)
x

+ f  (x)
x

 = x
x

ηµ     ⇒  

                     ( ) 3f x
x

 
 
 

– ( ) 2f x
x

 
 
 

+ f  (x)
x

 = x
x

ηµ  

                     
x 0
lim
→

[ ( ) 3f x
x

 
 
 

– ( ) 2f x
x

 
 
 

+ f  (x)
x

]  = 
x 0
lim
→

x
x

ηµ  

                     
x 0
lim
→

( ) 3f x
x

 
 
 

– 
x 0
lim
→

( ) 2f x
x

 
 
 

+ 
x 0
lim
→

f  (x)
x

= 1    
(2)

⇒  

                     3
ℓ – 2
ℓ + ℓ  = 1 

                     3
ℓ – 2
ℓ + ℓ  – 1 = 0 

                     2
ℓ ( ℓ  – 1) + (ℓ – 1) = 0 

                     (ℓ – 1)( 2
ℓ + 1) = 0    ⇒     ℓ  – 1 = 0    ⇒     ℓ  = 1 

Εποµένως  f ′ (0) = 1 
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14. 
Έστω συνάρτηση  f : ℝ →  ℝ   τέτοια , ώστε   f (x + y) = f (x) + f (y)  για κάθε   
x , y∈ℝ . 
i)     Να αποδείξετε ότι   f (0) = 0 
ii)    Να αποδείξετε ότι   f (x – y) = f (x) –f (y) 
iii)   Να αποδείξετε ότι  η   f  είναι περιττή . 
iv)   Αν η   f  είναι παραγωγίσιµη στο  0 , να αποδείξετε ότι  θα είναι παραγωγίσιµη 
       στο κάθε  α∈ℝ . 

Προτεινόµενη λύση 

                        f (x + y) = f (x) + f (y)  για κάθε  x , y∈ℝ        (1) 
i) 
Για  x = y = 0 ,   η  (1)   ⇒    f (0 + 0) = f (0) +f (0) 
                                              f (0) = 2f (0) 
                                              f (0) = 0 
ii) 
f (x) = f (x – y + y)  

         = f ((x – y) + y) 

        
(1)

=  f (x – y) + f  (y) 
Άρα      f (x) = f (x – y) + f (y)    ⇒     f (x) –f (y) = f (x – y)    (2) 

iii) 
Στην  (1) , όπου  y  θέτουµε   –y ,  οπότε   f (x – y) = f (x) + f (–y)     (3) 

(2) ,  (3)    ⇒    f (x) –f (y) = f (x) + f (–y)     

                 ⇒    f (– y) = –f (y) ,   άρα  f  είναι περιττή 
iv) 

f   παραγωγίσιµη στο  0    ⇒     
x 0
lim
→

f(x) f(0)
x 0
−
−

 = f ′ (0)     
( )

⇒
i

 

                                                     
x 0
lim
→

f  (x)
x

 = f ′ (0)       (4) 

 

h 0
lim
→

f( h) f( )
h

α+ − α   
(1)

=   
h 0
lim
→

f( ) f(h) f( )
h

α + − α   

                                     =  
h 0
lim
→

f  (h)
h

   

                                    
(4)

=   f ′ (0)   

Άρα   f ′ (α) = f ′ (0)   
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15. 
Έστω συνάρτηση  f : ∗

ℝ →  ℝ   τέτοια , ώστε   f (x⋅y) = f (x) + f (y)  για κάθε   
x , y ∗∈ℝ . 
i)     Να αποδείξετε ότι   f (1) = 0 

ii)    Να αποδείξετε ότι   f ( )x
y

 = f (x) –f (y) 

iii)   Να αποδείξετε ότι   f ( )1
y

 =  –f (y) 

iv)   Αν η   f  είναι παραγωγίσιµη στο  1 , να αποδείξετε ότι  θα είναι παραγωγίσιµη 
       στο κάθε  α ∗∈ℝ . 

Προτεινόµενη λύση 

f (x ⋅y) = f (x) + f (y)   για κάθε   x , y ∗∈ℝ .      (1) 
i) 
Για  x = y = 1 ,   η  (1)   ⇒    f (1⋅1) = f (1) +f (1)  
                                              f (1) = 2f (1) 
                                              f (1) = 0 
ii) 

f (x) = f ( )x y
y
⋅    

(1)

⇒    f (x) = f ( )x
y

+ f (y)    

                                       f ( )x
y

  = f (x ) –f (y)    (2) 

iii) 

Η  (2)   για   x = 1    ⇒     f ( )1
y

 = f (1) –f (y)     (3) 

iv) 

f   παραγωγίσιµη στο  1    ⇒     
x 1
lim
→

f(x) f(1)
x 1
−
−

 = f ′ (1) 

                                                     
x 1
lim
→

f(x)
x 1−

 = f ′ (1)       (4) 

 

x
lim
→α

f(x) f( )
x
− α
−α

  =  
h
lim
α →α

f( h) f( )
h

α − α
α −α

         (θέσαµε   x = αh ,  οπότε  h →  1 ) 

                              =  
h 1
lim
→

f( h) f( )
(h 1)

α − α
α −

 

                             
(1)

=  1
α

 
h 1
lim
→

f( ) f(h) f( )
h 1

α + − α
−

 

                             =  1
α

 
h 1
lim
→

f(h)
h 1−

   
(4)

=    1
α f ′ (1) 

Άρα   f ′ (α) =  1
α f ′ (1) 
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16. 
Για τις συναρτήσεις  f ,  g  δίνονται  
i)    f  συνεχής στο  xο∈ ℝ  και όχι παραγωγίσιµη  σ’ αυτό 

ii)   g   παραγωγίσιµη  στο  xο  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  ( f g)(x)  είναι παραγωγίσιµη  στο  xο ,   

όταν και µόνο όταν  g(xο ) = 0. 

Προτεινόµενη λύση 

Ευθύ 
Με υπόθεση  ( f g)(x)   παραγωγίσιµη  στο  xο , θα αποδείξουµε ότι  g(xο ) = 0 

Εργαζόµαστε µε την απαγωγή  σε άτοπο. 

Έστω  g(xο )≠ 0 ,  τότε  g(x) ≠ 0   κοντά στο  xο  

Θέτουµε  h(x) = f (x).g(x) ,  οπότε   f (x) = h(x)
g(x)

   κοντά στο  xο  

Επειδή , όµως ,  h  και  g  είναι παραγωγίσιµες στο  xο ,  θα είναι και λόγος τους  h
g

 

δηλαδή η  f ,  παραγωγίσιµη στο  xο ,  που είναι άτοπο. 

Αντίστροφο 
Με υπόθεση   g(xο ) = 0 ,  θα αποδείξουµε ότι  ( f g)(x)   παραγωγίσιµη  στο  xο . 

f  συνεχής στο  xο   ⇒    
x x
lim

ο→
f (x) = f ( xο ) 

g   παραγωγίσιµη  στο  xο    ⇒      
x x
lim

ο→
g (x) = g(xο )    (σαν συνεχής στο  xο )   

                                           και        
x x
lim

ο→

( ) ( )0
0

g x g x
x x
−
−

 = ǵ ( xο ) 

x x
lim

ο→

( ) o(f g) x (f g)(x )
x xο

⋅ − ⋅
−

 =  
x x
lim

ο→

( ) o of(x)g x f(x ) g(x )
x xο

− ⋅
−

 

                                        =  
x x
lim

ο→

( ) of(x)g x f(x ) 0
x xο

− ⋅
−

 

                                        =  
x x
lim

ο→

( )f(x)g x
x xο−

 

                                        =  
x x
lim

ο→
f (x) ⋅

x x
lim

ο→

( )g x
x xο−

 

                                        =  f ( xο ) 
x x
lim

ο→

( )g x 0
x xο

−
−

   

                                        =  f ( xο ) 
x x
lim

ο→

( )g x g(x )
x x

ο

ο

−
−

 =  f ( xο )⋅g΄( xο ) 

Άρα   (f g)(x)   παραγωγίσιµη  στο  xο . 

  


